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Introduccion

Asi como la teoria general de la relatividad modela mejor el universo a gran
escala, la geometria diferencial es el lenguaje mas adecuado para desarrollar los
principios de dicha teoria. Sin embargo, el lenguaje geométrico permite procesos
que desde la interpretacién de la fisica resultan incongruentes, tales como los
viajes en el tiempo; por lo tanto, es necesario delimitar el lenguaje geométrico
por emplear. Precisamente la teoria causal, echada a andar sobre la teoria gene-
ral de la relatividad, permite elaborar los conceptos necesarios para delimitar el
lenguaje geométrico y asi desarrollar las condiciones que permiten modelar no
s6lo un universo plausible, sino uno que resulte genérico.

Esta tesina empieza por rescatar un resultado sorprendente, si se lo consi-
dera en su contexto, no sélo por ser el primer teorema de singularidades que
aparecié en la teoria, sino por su exposicién en un lenguaje sencillo y genui-
namente geométrico. Ademads, dicho resultado logré que futuras investigaciones
se centraran en un aspecto de la teoria que resulté fundamental: las geodésicas
nulas de una variedad lorentziana y su dominio de definicién. En el capitulo
primero de la tesina abordo este resultado, conocido como el teorema de Ray-
chaudhuri, desde un lenguaje geométrico moderno con base en el trabajo de
Gregory Galloway [1].

El capitulo segundo, basado principalmente en [7, cap. 14] y [2], desarrolla
los conceptos basicos de la teoria causal para después poder construir las nocio-
nes y objetos necesarios que me permitirdn plantear las hipdtesis del teorema
principal de esta tesina, el teorema de Penrose. Cabe mencionar que uno de
los objetivos del segundo capitulo es observar cémo conceptos que no parecen
muy geométricos en principio, resultan serlo, y que incluso llevan a condiciones
topoldgicas bastante amables.

El ultimo capitulo se centra exclusivamente en la demostracion del teorema
de Penrose. Si el segundo capitulo no terminaba por explicar todas las hipdtesis
de éste es porque faltaba una hipdtesis geométrica para que el teorema fuera
cierto. Esto me lleva a explorar el concepto de superficie atrapada antes de enun-
ciar el teorema de Penrose, que resulta fundamental para lograr la demostracion
de uno de los teoremas de singularidades mas famosos e impresionantes que se
encuentran en geometria diferencial.

Por ltimo quiero mencionar que la idea de producir esta tesina se origind en
el curso de maestria Aspectos Matematicos de la Teorfa de la Relatividad im-
partido por Gabriel Ruiz en el Instituto de Matemaéticas de la UNAM, asi como
en el curso Topology and General Relativity impartido por Gregory Galloway
en la escuela de verano Between Geometry and Relativity del Erwin Shrodinger
Institute durante el mes de julio de 2017.
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Capitulo 1

El Teorema de
Raychaudhuri

En abril de 1955 fallecié Albert Einstein [9], uno de los cientificos més in-
fluyentes tanto en la fisica como en la matemética. A pesar de no dedicarse de
lleno a la geometria inspir6é su desarrollo a tal grado que, a mas de cien anos
de la publicacién de su trabajo, la geometria lorentziana sigue siendo un area
activa de la matematica actual. Dicha influencia cristalizé al mes siguiente de
su fallecimiento en uno de los resultados mas simples y extraordinarios de la
geometria debido a Raychadhuri: el primer resultado de singularidades de la
geometria lorentziana y, por supuesto, de la relatividad general.

El teorema de Raychaudhuri, cuya demostracién es el objetivo de este capitu-
lo, requiere de la construccion de ciertos objetos geométricos bien conocidos de
la geometria de subvariedades, los cuales requeriran de especial atenciéon por
las condiciones del problema, ya que no se podran construir de la manera usual
debido al tipo de subvariedad en la que se trabajara.

1.1. Geometria de Hipersuperficies Nulas

En el espacio de Minkowski, R}, siempre se pueden encontrar subespacios
vectoriales de dimensién mayor o igual a dos tales que la métrica de Lorentz
se degenera al restringirla a ellos. En la clasificacién causal de subespacios vec-
toriales de RT se da el nombre de tipo luz o nulos a esta clase de subespacios.
Esto equivale a decir que un subespacio nulo de R} es aquél en el que existe un
vector distinto de cero ortogonal a todos los vectores del subespacio.

Un subespacio nulo de R} sera el modelo de lo que definiré como una hipersu-
perficie nula, asi como un subespacio tipo tiempo es modelo de una subvariedad
temporal en una variedad lorentziana arbitraria M, y de igual forma para las
subvariedades tipo espacio.

Definicién 1.1. Una hipersuperficie nula N es una subvariedad de codimension
1 de una variedad Lorentziana M™*! con n > 2, tal que para todo p en N el
espacio tangente T}, )N es nulo como subespacio de T, M.

Esto quiere decir que en cada punto de una hipersuperficie nula, el espacio
normal al tangente, T]j-N7 queda contenido en T, N. Atn mads, en cada p de



N debe existir una direccién tal que, si K}, es un vector que apunta en dicha
direccién, se tendra que (K, X), = 0 para todo vector X en el espacio tangente
T,N. Esto es consecuencia directa de la causalidad de un espacio vectorial con
una métrica de Lorentz.

La definicién 1.1 se puede entender en términos de la métrica g de M, afir-
mando que una hipersuperficie nula N de M es una subvariedad de codimension
1 donde la métrica g se degenera al restringirla a IN. Esto implica que la dimen-
sién del nicleo de g en T, N es diferente de cero para toda p en N y, atin maés,
como se puede ver en [7, p. 53] y [6, cap. 1], el indice de g me asegura que la
dimensién de dicho nicleo serd 1 en todo espacio tangente a M.

Lema 1.2. Siempre existe un campo vectorial C*> sobre toda hipersuperficie
nula N, de tal forma que dicho campo K no tiene ceros y para cada p en M,
K, es nulo. Cuando K se encuentre orientado al futuro se dird que es el campo
caracteristico de N.

La suavidad de K esta dada por la métrica, ya que el hecho de que en cada p
en N el campo K induzca la funcién cero estd determinado por los coeficientes
de la métrica restringida g.

El campo caracteristico de N resulta ser 1inico salvo multiplicacién por una
funcién positiva, esto iltimo para preservar la orientacién al futuro del campo.
Ademds, las curvas integrales del campo K resultan ser una congruencia bas-
tante util para el desarrollo de esta tesina; dichas curvas son conocidas como los
generadores nulos de N.

Proposiciéon 1.3. Las curvas integrales del campo caracteristico K de N son
pregeodésicas; es decir, existe un cambio de parametro que convierte a las curvas
integrales de K en geodésicas nulas.

Demostracion. Basta con demostrar que Vi K = MK, donde V es la conexion
del ambiente y A € C*°(M). Esto, por la degeneracién de la métrica en TN, es
equivalente a mostrar que para todo X € T,S se cumple que (VK K, X) =0,y
esto para cada p € N.

Sea X € T,N; este vector se puede extender localmente a lo largo de una
curva integral de K en la topologia de N pidiendo que £x X = [K,X] =0y, de
ahi, extenderlo a un abierto de N para después ampliarlo a un abierto de M.

Siendo asf, X permanecers tangente a N, de tal forma que (K, X) = 0y,
derivando este producto en la direccién de K se obtiene que:

(VKE,X) = —(K,VgX) .

La condicién que se pidié a la extension del campo X implica a su vez que
VX =VxK. Asi:

(ViK,X) = —(K,VxK) = %X@(, K)y=0,

para todo p € N. Por lo tanto Vx K = \K.
O

Al ser N una hipersuperficie uno se puede preguntar como se ve N desde
el punto de vista de M y si esa descripcién guardara alguna semejanza con las
técnicas usadas en el caso de que la hipersuperficie no sea nula. La respuesta,



como se mostrard, es que es posible hacer una descripcién muy similar a la que
se tiene cuando la métrica de N no sea degenerada y, al igual que en los otros
casos, se usard un campo normal a IV para hacer tal descripcién. Claramente, el
campo normal obvio por usar sera K mismo, a pesar de que, por la degeneracion
de la métrica en IV, sea también tangente. Esto me obliga a quitar del camino
a K de alguna forma y, como la direccién de K es la que degenera la métri-
ca, resultard mas sencillo trabajar en el espacio cociente dado por la siguiente
relaciéon de equivalencia.

Definicién 1.4. Dos vectores X y X’ en T, N estdn relacionados si y sélo si
X -Xe(K);

donde (K) es el subespacio generado por K. Asi, en cada punto se trabajard en

el espacio cociente T%N, para toda p € N, y se define el haz cociente como:

TN _ U T,N

K K

pEN

Es necesario dotar de una métrica a este espacio cociente si se desea hacer
geometria, pero no puede ser cualquier métrica si lo que se busca es seguir
considerando a N como subvariedad de M.

Definicién 1.5. Se define la métrica h, en T%N COomo:
hy (X,¥) = (X,Y) ;

donde X y Y son las clases de equivalencia de X y Y respectivamente en T, N,
bajo la relacién de equivalencia dada en la definicién 1.4.

Si X y Z son dos vectores en la misma clase de equivalencia, se obtiene lo
siguiente:
(X)) —(ZY)=(X-ZY)=(AK)Y)=0;

Esto quiere decir que la métrica h,, estd bien definida; ademas es positiva definida
ya que si h(X,X) = 0, por definicién de la métrica X = K, ya que sélo los
multiplos de K tienen norma cero.

Con esto se ha eliminado la direccién en T, N que degenera la métrica, y
se ha obtenido una métrica positiva definida que guarda aun la informacion
geométrica de N como subespacio de M, a través de la cual podré definir los
operadores geométricos usuales.

Definicién 1.6. El operador de forma nulo respecto de K se define sobre el
espacio cociente como:

SK(Y) = VX_K .

Asi como la degeneraciéon de la métrica en N no me permite usar la férmula
de Gauss para separar la geometria de N de la de M, tampoco me permite usar
la formula de Weingarten para definir el operador de forma usual. Sin embargo,
se puede construir un operador de forma similar en el espacio cociente, como se
ha visto en la pasada definicién.

La definicién 1.6, sin embargo, carece de un signo menos en comparacién
con su habitual exposicién en el caso no degenerado; esto es deliberado, ya que



asi la curvatura media nula coincidird con la divergencia del campo K y, como
se verd mas adelante, con los coeficientes de expansion nulos que jugaran un
papel muy importante al final de este trabajo.

Como el campo caracteristico es nulo, se tiene que V x K es ortogonal a K,
implicando que Vx K es un vector en 7, N. La naturaleza lineal de la conexién
en X, junto con la proposiciéon 1.3, tiene por consecuencia que el operador de
forma nulo esté bien definido y, por la misma razén, Sk serd C'°°(N)-lineal.

Si f € C*°(N) es una funcién positiva, se puede escalar el campo K de tal
forma que se obtenga un nuevo campo K= fK. Ast:

VxK = (Xf)K + fVxK ;

resultando que V Xf( y Vx K se encuentran en la misma clase de equivalencia
T,N . .

en —2—. Por lo tanto, el valor de Sk es tnico salvo un factor escalar positivo y

depende sélo de los valores de K y X en p.

Definicién 1.7. Se define la segunda forma fundamental nula I 1 en el espacio
cociente como:

Ik (X,Y) =hy (Sk (X),Y) =(VxK,Y) .

Claramente la segunda forma fundamental nula IIx estd bien definida.
Ademss, si X y Y estdn en T, N, entonces [X,Y] es tangente a N y:

(VxY - Vy X, K)=(X,Y],K)=0.
También se tiene que:

XY, K) = (VxY,K)+(Y,VxK)=0,
Y(X,K) = (VyX,K)+ (X,VyK)=0.

Que implican junto con la tangencia de [X,Y] que:
(VxK,Y) = (VyK, X) .

Por lo tanto, el operador de forma es autoadjunto respecto del producto h, y la
segunda forma fundamental I1x resulta ser un operador simétrico, de la misma
forma que sucedia ya en el caso no degenerado.

Tomando K en T, N, cualquier base {K, f1,- - , fn—1} de T, N cumplird con
que el espacio generado por los vectores {1+ ,Bn—1} es tipo espacio, de tal
forma que esta base genera un conjunto ortonormal en el espacio cociente. Consi-
derando dicho conjunto ortonormal {e; ;L:_ll se puede definir la curvatura media
nula de N.

Definicién 1.8. La curvatura media nula 6 de N se define como la traza de la
segunda forma fundamental nula I71g.

n—1 n—1
0 :=tr IIK:Zh(SK<€i)7éi):Z<V61Kaei> . (1.1)
=1 =1

El ultimo término en la ecuacién (1.3) es la expresién de la divergencia del
campo caracteristico K, pero no desde el punto de vista de N. Si se piensa en



una hipersuperficie de M cuya interseccién con N alrededor de algin punto p
sea transversal, el resultado debe ser una hipersuperficie ¥ tipo espacio de N
y de dimensién n — 1. Si {e;}7-]' es una base ortonormal de T,%, ésta induce
la base {€;}7'~}! en el espacio cociente con la cual se definié la curvatura media
nula de S. Entonces:

0 = dive K ; (1.2)
es decir, § mide la divergencia del campo K respecto de la subvariedad X.

Ejemplo 1.9. El cono de luz pasado A~ (0) en R} tiene curvatura media nula
6 <O0.

El cono de luz A~ (0) en el espacio de Minkowski es el conjunto de todos los
vectores nulos de R} representados en el origen y es una hipersuperficie nula. Si
se hace la interseccién de A~ (0) con un plano ¢ = ¢, donde ¢ es una constante
negativa, se obtiene una seccién del cono que en la construccién que se ha hecho
representa la variedad ¥ respecto de la cual se calculard la divergencia de K.
Siendo asf, si p es un punto del cono de luz pasado t = —y/x2 + y2, su campo
caracteristico se puede expresar localmente como K(p) = (1,—z,—v1 — a?),
mientras que el vector tangente unitario a ¥ se puede expresar como v(p) =
(0, —+/1 — 22, x). Al operar con la conexién usual de R$ se obtiene lo siguiente:

O(p) = (V,K,v) =divg K = —1.

Esto quiere decir que el campo caracteristico de A~(0) tiene un pozo, lo que
hace que las curvas integrales de K se acumulen en un punto que, en este caso,
es la interseccién de las rectas x = 0, y = 0y z = 0. De manera similar se puede
demostrar que la curvatura media nula de AT(0) debe ser positiva e igual a 1.

El teorema de Raychaudhuri, que demostraré més adelante, se puede pensar
como un teorema de volumen en el sentido siguiente. Si se deja fluir la seccién
Y del ejemplo anterior en la direccién de K se podra notar que su longitud, en
general volumen, decrece y se aproxima a cero. Esto refuerza ain mas el sentido
geométrico de resultado por exponer al final de este capitulo.

Por dltimo, como Sk (Y) depende sélo del valor de K y X en un punto,
salvo escalamiento por una funcién positiva, se tiene que las condiciones 6 > 0
y 0 < 0 son invariantes ante tales escalamientos.

1.2. La Ecuaciéon de Raychaudhuri

Por la proposicién 1.3 se tiene que las curvas integrales del campo carac-
teristico son pregeodésicas y, como tales, existe un cambio de pardmetro a otro
afin que convierte a la curvas en geodésicas de M, ya que la conexién que se usa
es la del espacio ambiente.

Sea 1 : (a,b) — M una curva geodésica nula generadora de N, entonces
7'(s) = K es un campo caracteristico de N y el operador de forma en términos
de 1 actta en en el cociente Z,p—(i\; como Sy () (Y) =Vxn'.

Cuando se tiene un campo X(s) restringido a un generador nulo 7)(s) se
adopta la notacién X’ para el vector V, X; con esto, se puede pensar en una

- , . s . . !
nueva conexion que actue sobre el haz cociente para justificar la identidad X =



X', o simplemente tomarla como una definicién. En fin, con la pasada identidad
se recupera la propiedad:
S— —_ —
S:?’ (X) = Sn’(X)/ =Sy (X)) ;
para derivacién de tensores.

Proposicién 1.10. El operador de forma nulo restringido a una geodésica nula
generadora de N cumple con una ecuacién de Ricatti.

S+ 52 +R=0; (1.3)
donde R es la transformacion:
R(X) = R(X,n' (1)) () ;
v R es el tensor de Riemann en M.

Demostracion. Antes de empezar con la prueba me permitiré hacer una ob-
servacién. Si p = n(sg) € N para alguna so € (a,b) y U C N es un abierto
alrededor de p donde el campo caracteristico K cumple con la ecuacién geodési-
ca Vi K = 0, restringiendo K a la geodésica 7 se obtendra que K, ) = 1'(s).
Al tomar un vector X € T, N, éste se puede extender a un abierto de N con
la condicién [X, K] = Vx K — VX = 0. Este abierto no tiene porqué ser nece-
sariamente U pero siempre se puede tomar la interseccién para evitar cualquier
problema. Entonces, en dicho abierto que seguiré llamando U se tiene:

R(X,K)K =VxVgK - VgVxK - Vix k)K= -VgVxK = -VgVgX .

Por lo tanto se tiene, en una notacién més corta, que R(X,K)K = —X" y,
considerando que el vector X se extendié usando la condiciéon Vx K = Vg X,
se obtiene:

!

S'(X) = S(X)-8(X),
= ViX —S(VxK),
= X' -S(S(X)),
= —-R(X,K)K - S*(X) .

Si se restringe K al generador nulo 7 se obtiene finalmente la ecuacién de Ricatti
buscada.
O

Esto quiere decir que para todo p en N el operador de forma obedece lo-
calmente a una ecuacién de Ricatti, y es de suma importancia que asi sea ya
que esta propiedad de Sk es vital para obtener la ecuacion de Raychaudhuri.
Al definir 6’ como la traza de Sk y desarrollando la ecuacién se obtiene:

n—1

0 = tr S =Y h(Sk(®).e),

=1
n—1

= > WSk(E) ) — h(Sk(E)).&) ,
J=1
n—1

= > h(VkS(E),) - h(S(Vie)), &) -

j=1



Como se dijo antes, el conjunto ortonormal {e; };‘:_11 de T, N genera el espacio
tangente en p de una seccién espacial ¥ de N que contiene a p, localmente. Si
se extiende dicha base de T, a un marco ortonormal {E ”H de M adaptado

a ¥, donde {E;}7 ! c T, tal que Vg, E; =0 para i,j <n — 1 se obtendra:

0 = > WVkS(E,)),E;) - hS(VkE;),E;),
S K-Sk (BB = K -6

Cuando K = 7/, el cdlculo anterior justifica la siguiente ecuacién.

de
=K 0=—. (1.4)
Por otro lado, todo operador lineal se puede descomponer en la suma de tres
operadores donde uno solo tiene la traza, mientras que los otros dos son la parte
simétrica y antisimétrica sin traza. En el caso que me atiene tal descomposicion
la aplicaré al operador de forma.
Llamando S a la parte simétrica de Sy, A a su parte antisimétrica e I a la
identidad, se tiene la descomposicion:

Sk =0+5+

&

donde: }
9:%[; &:S—%I; w=A.

Como la segunda forma fundamental nula es simétrica, el operador A debe ser
cero, haciendo que @ sea cero también y S = Sk . Entonces Sy =0+ 7 y:

82 =602 +5%+ 05+ 66 . (1.5)

Por lo tanto, la traza de S% serd la suma de las trazas de los operadores en
(1.5). La traza de los ultimos dos términos de la suma en (1.5) es cero como
muestra el siguiente calculo:

tr(fs) = Zh

-
o).

92
(n—1)2

n—1

il
.-
= ! 1Sk (€)).€5) —

j= 1

h(€j,e;) =0

y de manera similar se obtiene que tr(&é) = 0. Como 6 es un miltiplo de la

9

——, asf que solo falta calcular la traza de

identidad, debe ser claro que tr 62 =



52 para obtener la traza de S%, aunque no serd necesario calcular dicha traza
explicitamente.

Usando por un momento la notacién de Einstein y siendo €; un elemento de la
base del espacio cociente, se tiene que 7(€;) = 7}€;, y con esto 7€) = } e,
donde los simbolos 77 son las coeficientes de la matriz que representa a 52 enla

base {€;}. Por lo tanto:

n—1 n—1 .
S @) ) = 3 ool
j=1 i,

Como G es un operador simétrico, el ultimo término de la ecuacién anterior es
una suma de cuadrados y asi, la traza de este operador es mayor que cero. Esto
justifica la definicién del coeficiente de corte como o2 := tré.

Entonces, la traza de la ecuacién (1.3) es:

0’ = —Ric(K K)fa2—972~
b n_17

de tal forma que, si K =/, usando la ecuacién (1.4) se obtiene:

do , 0

& _Ric(r o) _ _
o Ric(n',n") — o — -

Esta es la ecuacién de Raychaudhuri en el caso de una congruencia de
geodésicas nulas que no rotan. La ecuacién (1.6) permite ver que la variacién
de la curvatura media nula respecto de un parametro afin se ve afectada por la
curvatura de Ricci de la variedad ambiente, mostrando que la geometria de N
depende en gran medida de la geometria de M y del tensor de energia-momento,
que determina la geometria de M via la ecuacién de Einstein.

(1.6)

Teorema de Raychaudhuri. Sea M una variedad lorentziana que obedece la
condicion nula de energia, y N una hipersuperficie nula de M. Si los generadores
nulos de IV son geodésicamente completos al futuro, entonces N tendra curva-
tura media nula no negativa.

Este teorema es considerado un resultado de singularidades en el sentido de
que, si N es una hipersuperficie nula de M tal que su curvatura media nula es
menor que cero, entonces las geodésicas que generan a N son incompletas al
futuro. Mas que un resultado sobre las geodésicas de M, el teorema de Ray-
chaudhuri habla de sus hipersuperficies nulas y bajo qué condiciones éstas se
encuentran bien definidas hacia el futuro.

La condicion nula de energia en relatividad general es una de tantas condi-
ciones que se llegan a pedir para modelar un espacio-tiempo plausible o genérico,
fisicamente hablando, respecto de las observaciones que se tienen. La condicién
que se menciona en el teorema de Raychaudhuri se da sobre el tensor de energia-
momento como:

T(X,X)=0;

donde X es cualquier vector nulo en M. Una interpretacion comin de esta
condicidén es que el campo gravitatorio es localmente atractivo en la direccién X
de un rayo de luz; geométricamente hablando, la condicién nula de energia dice



que las congruencias geodésicas nulas no divergen localmente, pero esto ultimo
se lee del tensor de Ricci usando la ecuacién de Einstein:

1
Ric — iRg =8nT .

En este caso se puede prescindir de la constante cosmoldgica ya que la condicion
nula de energia requiere de vectores nulos. Asi:

1
Ric(X, X) — 5 Rg(X, X) = Ric(X, X) = 827/(X, X) > 0.

Por lo tanto, la condicién nula de energia se transforma en una condicién
geométrica tal que, para todo vector nulo X en M, se tiene Ric(X, X) > 0.

Demostracion. Supdngase que 6(p) < 0 para algin p en N y sea 1 un generador
nulo con direccién al futuro de N, tal que p = 7(0). Si se escala el campo
caracteristico de N de tal forma que K = 7/(s) alrededor de p, como el signo
de la curvatura media nula es invariante ante tales escalamientos, se tendra que
6(s) < 0 en una vecindad de p.

Una consecuencia directa de la condicién nula de energia es que el término
en el lado derecho de la ecuacién (1.6) es menor que cero. Entonces:

do 92
<
ds - n-—1

<0.

Esto implica que 6 es estrictamente decreciente, es decir, que para toda s > 0,
la curvatura 6 es negativa. Localmente 6 # 0, asi que se puede dividir la pasada
desigualdad entre 62 y obtener:

(i(é)znil ' (L7)

Por lo tanto la funcién 01 es creciente y menor que cero, es decir, se encuentra,
acotada, es creciente y converge a cero a la vez que 6 diverge. Integrando la
ecuacién (1.7) de cero a un pardmetro afin finito sg se obtiene la desigualdad:

1 1 S
— 4 2 (1.8)

0> s0) = 80 T a1

La desigualdad (1.8) hace evidente que para un pardmetro afin finito s = —Z(—B%
la curvatura media nula en sy no esta determinada, contraviniendo la estructura
C*> de N.

O

Como se pudo observar en el ejemplo 1.9, los generadores nulos de A~(0)
tienen un punto focal en el origen de las coordenadas rectangulares de R3;
sin embargo, los generadores nulos como geodésicas nulas del ambiente no se
detienen ahi, al contrario, se siguen al futuro y no paran ya que el espacio de
Minkowski es geodésicamente completo. Esto quiere decir que, si § < 0 en algun
punto de una hipersuperficie nula N, el teorema de Raychaudhuri no asegura
que los generadores nulos de N sean incompletos como geodésicas nulas del
ambiente, haciendo que la singularidad aparezca en la estructura C* de N.



Recordemos que 6 se calcula como la divergencia de K respecto de una
seccién tipo espacio X de IV, este resultado implica que bajo ciertas hipétesis el
volumen de X llevado a lo largo del flujo de K decrece si 6 es negativa en algun
punto.

Para lograr un resultado de singularidad geodésica del ambiente, como en
el teorema de Penrose, es necesario investigar la dindmica impuesta por la cau-
salidad de las curvas y encontrar en ese lenguaje las hipdtesis necesarias para
poder mostrar un resultado de mayor alcance y profundidad.
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Capitulo 2

Causalidad

La elaboracién de la teoria causal, construida a partir de las ideas de Roger
Penrose, surge de la necesidad de modelar un espacio-tiempo genérico y de
eliminar modelos con propiedades geométricas que no se consideran causales,
desde el punto de vista de la fisica.

Dado que la teoria de la relatividad general considera la velocidad de la luz
como un limite de nuestra experiencia, en el sentido de que no nos relacionamos
causalmente con ninglin evento en el universo que no podamos “observar”, las
curvas nulas representaran dicho limite. La teoria causal se centra en las con-
diciones, determinadas por las curvas nulas y temporales, que debe seguir todo
espacio-tiempo con el objetivo de mostrar que, dadas las condiciones adecuadas,
todo espacio-tiempo es irremediablemente singular.

En esta teoria, parte de las consecuencias inmediatas son resultados que se
obtienen de variar geodésicas nulas sobre variedades espaciales, nocién que me
llevara a preguntarme de manera natural sobre la existencia de puntos focales
en alguna variacién geodésica. Otra tema de importancia en la teoria causal es
la construccion de una funcién distancia que, por la naturaleza lorentziana del
contexto, fallard en ser una métrica analitica; a pesar de esto 1ltimo, la construc-
cién de una distancia lorentziana es de vital importancia para el desarrollo de
la teoria causal, aunque en este trabajo en particular no se mostrara demasiado
interés por ella.

Una variedad lorentziana con més de una componente conexa no es de interés
para la teoria causal, ya que serd imposible relacionar causalmente puntos en
diferentes componentes conexas. Por esta razon se supondrd siempre que la
variedad lorentziana M en cuestién es conexa, a no ser que se reconozca lo
contrario.

2.1. Relaciones de Causalidad

Las relaciones de causalidad en una variedad lorentziana son fundamentales
para saber cémo distintos puntos en ella se pueden encontrar conectados cau-
salmente, y asi empezar a modelar un espacio-tiempo. Cabe recordar que una
curva causal es aquélla cuyos vectores tangentes no son tipo espacio.

Definicién 2.1. Sea M una variedad lorentziana orientada temporalmente y
p,q € M. Las relaciones de causalidad en M se definen como sigue:
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1. p < ¢ si existe una curva tipo tiempo en M, orientada al futuro, de p a ¢
2. p < g si existe una curva causal en M, orientada al futuro, de p a g

De la definicién se sigue que, si p < ¢, entonces p < ¢g. Ademds, se dice
que una curva suave por trozos es causal o temporal si es causal o tipo tiempo
en cada trozo de la curva y en el punto donde se parte la curva, los vectores
tangentes de cada trozo en el punto en cuestién se mantienen en el mismo cono
causal o temporal, segin sea el caso. Dicho de otra forma, si en ¢;, en el intervalo
de definicién de la curva « ésta deja de ser O, se pide que (o/(t] ),/ (t])) < 0;
donde a'(tj) es el vector tangente asociado a la curva qy, 4,,,], mientras que
a'(t;) es el vector tangente asociado al trozo de la curva con pardmetro en
[ti—1,ti].

A partir de estas relaciones se define otra que serd aiin mas 1til, la relacién
p < q, que implica p < g 6 p = ¢. Por lo dicho con anterioridad, queda claro que
las relaciones < y < en este contexto son transitivas.

Haciendo uso de la proposicién A.4 se obtiene en consecuencia el siguiente
corolario.

Corolario 2.2. Sip < ryr <g,se tendrd que p < q.

En este caso no importa el orden en que se den las relaciones en el corolario,
se puede tener que p < ry r < g y obtener el mismo resultado.

Definicién 2.3. Se define el futuro cronolégico de p en M como:

If(p)={qeM|p<q}.

Y se define el futuro causal de p en M como:

Jt(p)={qeM|p<q}.

Con esta definicién se puede rescribir la transitividad de las relaciones de
causalidad como It (q) C I (p), para toda g en el futuro cronoldgico de p, y de
forma similar para los elementos ¢ del futuro causal de p se tiene J*(q) C J*(p).

Si A es cualquier subconjunto de M se puede definir el futuro cronolégico
de A y su futuro causal como la unién de los futuros cronolégicos y causales,
respectivamente, de todos los puntos en A.

) = Jro
peEA
JHA) = J I W)

pEA

Por otro lado, se puede definir tanto el pasado cronolégico como el pasado causal
de p en M tomando en cuenta ahora los puntos ¢ € M tales que cumplan las
relaciones ¢ < p o ¢ < p respectivamente, y de igual manera definir I~ (A) y
J7(A) para algin subconjunto A de M.

Siendo A un subconjunto arbitrario de una variedad lorentziana M y toman-
do g en I'7(A), existe una curva temporal que va de algin punto en A a ¢; supo-
niendo que el intervalo de definicién de dicha curva es el [0, 1], para la imagen de
cualquier parametro 0 < ¢t < 1 se puede decir que existe una curva temporal que
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lo une con ¢g. Como la relacién < es transitiva se tiene que I (A) = I (I (A)).
Similarmente, para el futuro causal de A y por la transitividad de < se tiene a
su vez que J(A) = JT(JT(A)). Tomando las mismas ideas y anadiendo ahora
el hecho de que < implica < se tiene I (IT(A)) = I'T(JT(A)). El corolario 2.2
implica I (J*(A)) = JH(I*(A)). Para recordar todo lo dicho hasta ahora a
propdsito de las relaciones causales definidas, se puede resumir que:

IT(A)=TT(IT(A) =I"(J"(A)) =J"(I"(A) c JT(JT(A) =T (4).

En el espacio de Minkowski, RY, es facil identificar a estos subconjuntos ya
que I7(p) no es méds que el cono temporal superior con vértice en py J¥(p) es
la unién de I (p) con p y el cono de luz con vértice en p. Ademés, el subcon-
junto I*(p) es abierto dada la continuidad de la métrica de Lorentz, mientras
que JT(p) es su cerradura. Esto implica que en el espacio tangente T,,M estos
conjuntos también seran abiertos y cerrados respectivamente, aunque en una va-
riedad lorentziana M arbitraria no sucederd exactamente de la misma manera,
al menos no globalmente.

Si q estd en JT(p) C RY, por definicién existe una curva causal « orientada
al futuro tal que, sin pérdida de generalidad, a(0) = p y «(1) = ¢. Si @ no se
quiebra en su dominio, es decir, es continua en [0, 1] y suave en (0, 1) existe to
en el intervalo abierto tal que o (tp) es paralelo al vector que va de p a ¢, el cual
denotaré como ﬁ Entonces el vector ﬁ es causal. Tomando ahora la recta
que va de p a ¢ con pardmetro afin tal que v(0) = p y (1) = ¢ se tiene que
¥ (0) = @ Por lo tanto, como la causalidad de una geodésica es invariante, se
tiene que si ¢ estd en J*(p) la geodésica que los une es causal, y de manera
similar sucedera para el futuro cronolégico.

Esto ultimo es conveniente tenerlo en cuenta ya que existen argumentos
fuertes para equiparar la causalidad del espacio tangente con la causalidad en
un abierto alrededor de p en M, para lo cual es necesario tener alguna nociéon
de convexidad en M.

Definicién 2.4. Un conjunto abierto convexo C, en M, es aquél que es una
vecindad normal para cada uno de sus elementos. Esto hace que exista una
Unica geodésica v completamente contenida en C que una a cualesquiera dos
puntos del convexo.

La existencia de tales abiertos convexos se puede consultar en [7, p. 130]. Si p
y g son dos puntos en el abierto convexo C, existe una geodésica v en M tal que
p=7(0)y ¢ =~(1); con esto se define el vector de desplazamiento p§ := ~'(0).
Ademis, siendo U un abierto de M, éste es una subvariedad de igual dimensién y
causalidad que M y tendra también sus propias relaciones causales cuyos futuros
cronolégicos y causales se denotaran I (p,U) y J(p,U), respectivamente.

Lema 2.5. Sea p # ¢ ambos en un convexo abierto C de M. Entonces, ¢ en
JT(p,C) siy sélo si P§ es causal orientado al futuro.

Demostracion. Si @ es causal orientado al futuro se tiene que la geodésica que
une a p con q es causal y por lo tanto ¢ € J*(p,C).

Sea ahora q en JT(p,C). La transformacién exponencial es un difeomorfismo
en C que manda 0 € T, M a p. Si q es la imagen de ¢ y la curva causal a que va de
p a q es la imagen de una curva & en el espacio tangente bajo la transformacion
exponencial, & se mantendra dentro de un cono causal de T,M [7, p. 146], que
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serd J*(0) ya que la curva estd orientada al futuro. Por lo tanto § € J*(0) y el
vector que vade 0 a ¢ en C C T, M es causal al igual que ;@; es mas, coinciden.
O

El mismo resultado es vélido para el futuro cronolégico de un punto p en C,
si se pide ahora que ]ﬁ sea tipo tiempo y orientado al futuro.

Lema 2.6. I*(p,C) es abierto en M y J*(p,C) es su cerradura en C.

Demostracion. Si C es el abierto donde exp,, es un difeomorfismo que tiene por
imagen C, basta con demostrar que exp,,(I*(0)NC) = I*(p,C).

En T,M tanto I*(0) como C son abiertos y la imagen de la interseccién
I1(0)NC también lo es al estar contenida en C. Tomando ¢ en exp,(I7(0)N C),
se tiene que § estd en I1(0) NC y existe la recta temporal orientada al futuro
que va de 0 a ¢ en C, implicando que ﬁ es tipo tiempo orientado al futuro.
Haciendo uso del lema 2.5 se tiene que ¢ € I (p,C). Si ahora tomo ¢ en I (p,C)
se tiene por el lema anterior que m es temporal y orientado al futuro, al igual
que la recta en el espacio tangente que va de 0 a ¢, haciendo que ¢ esté en futuro
cronoloégico de 0. Con esto ultimo q estard en la imagen de la interseccién, dando
la igualdad buscada.

Para la segunda parte del enunciado tomaré en cuenta la cerradura en C de
la identidad mostrada arriba. Por ser la transformacién exp,, un difeomorfismo
local, la causalidad del espacio tangente y al tomar la cerradura en C la identidad
se transformara en:

expp(IT(O)ﬂC) = expp(J+(0) ﬂ(f’) =It(p,C) .

Para empezar, si ¢ estd en la imagen de la intersecciéon J+(0) N C, entonces
g estd en C de tal suerte que el vector de 0 a § es causal con orientacién al
futuro; con esto se tiene que ﬁ es causal con orientacién al futuro y por tanto
que ¢ € JT(p,C). Si ahora tomo ¢ en J*(p,C) se tiene que pg es causal con
orientacién al futuro al igual que el vector en C que va de 0 a ¢. Esto muestra
que exp,(JT(0) N C) = J*(p,C) y que éste tltimo es la cerradura de I (p,C)
en C.

O

Que IT(p,C) sea abierto en M conlleva una consecuencia en la causalidad
global de M.

Proposicion 2.7. La relacién < es abierta en cualquier variedad lorentziana
M.

Que la relaciéon < sea abierta quiere decir en este contexto que, si p < ¢ en
M, existirén abiertos U y V alrededor de p y g, respectivamente, tal que p’ < ¢’
para todo p’ en U y ¢’ en V. Esto relaciona la causalidad de M con su topologia
de la siguiente manera.

Corolario 2.8. Para cualquier subconjunto A de una variedad lorentziana M,
IT(A) es abierto.

Demostracion. Para cualquier p en M, todo ¢ en su futuro cronolégico tendra
que ser un punto interior del mismo. Por la proposicién anterior, siempre existe
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un abierto U C M alrededor de g tal que para todo ¢’ € U se cumple que p < ¢';
dicho de otra forma, todo ¢’ € U se encuentra en el futuro cronolégico de p.
Con esto queda claro que para cualquier p € M, I (p) es abierto. Para finalizar,
tomando un subconjunto arbitrario A de M, se tendrd a su vez que IT(A) es

abierto, dado que es la unién de los futuros cronolégicos de sus elementos.
O

En general el futuro causal de cualquier subconjunto de una variedad loren-
tziana no serd cerrado, sin embargo, el interior del futuro causal de cualquier
conjunto siempre coincidira con su futuro cronolégico.

Proposicion 2.9. Para cualquier subconjunto A de M siempre se da la con-
tencién JT(A) C I(A), asi como la identidad int(J(A)) = IT(A).

Ademas de la proposicién 2.9, similar a la proposicién 2.7, la relaciéon de
causalidad < cumple con una buena propiedad.

Lema 2.10. La relacion < es cerrada en cualquier abierto convexo C de M.

Que < sea cerrada se dice en el siguiente sentido. Si {p,} v {¢»} son suce-
siones en C que convergen a p y ¢, respectivamente, también en C, tal que para
todo elemento de las sucesiones se cumple que ¢, estd en J¥(p,,C), entonces q
es elemento de J*(p,C).

2.2. Conjuntos No Cronolégicos

La cualidad de ser no cronolégico en un subconjunto A de M no parecerd de-
masiado importante por si sola, sin embargo es fundamental para entender las
hipersuperficies de Cauchy que se introducirdn més adelante, y que determi-
naran la topologia de M.

Definicién 2.11. Se dice que un subconjunto A de M es no cronoldgico si
cualesquiera dos elementos de A no se pueden unir con una curva tipo tiempo.

Se pueden dar muchos ejemplos sencillos y tan triviales como se desee de esta
clase de conjuntos; como un punto aislado en cualquier variedad, o cualquier
recta en RT que no sea tipo tiempo. En particular me interesaré por conjuntos
de la forma J*(A) — I (A), sin embargo, al no ser J*(A) cerrado en general
la informacién causal de cualquier conjunto A de M no estard completa. Esto
hace necesario definir la frontera al futuro de cualquier conjunto A de M como
OIt(A) :=I1(A) — I't(A), que resultard mas tutil.

Lema 2.12. Si q estd en dIT(A), entonces I1T(q) C IT(A) y, a su vez, se
tendrd también que I~ (q) C M — I+(A).

Demostracion. Sea q € OIT(A). Por la proposicién 2.7 se sabe que existe un
abierto U alrededor de ¢ tal que, si p € I(g), se cumple que § < p para todo
g € U; como g € I (A), existe ¢ en la interseccién de U con I*(A) de tal forma
que para algiin 7 € A se cumple que r < ¢, mostrando que I (q) C I (A).
Para demostrar la segunda contencién del lema, voy a suponer que existe p €
I~ (q) tal que también se encuentra en I+ (A). Una vez més, por la proposicién
2.7, existe un abierto V alrededor de p tal que todo elemento del abierto se
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encuentra en I~ (q); como p € IT(A), existe p € V tal que para algin r € A
se cumple que r < p, implicando la contradiccién r < q. Por hipdtesis se tiene
que q € OIT(A), es decir, que g se encuentra en la cerradura de I (A), pero no
en este conjunto.

O
La siguiente proposicion se sigue facilmente del pasado lema.

Proposicién 2.13. La frontera 97 (A) es un conjunto no cronolégico, para
cualquier subconjunto A de M.

Demostracién. Tomando p,q € dIT(A) y suponiendo que g € IT(p), el lema

2.12 me asegura que q € I(A). Por definicién de la frontera, la interseccién

OIT(A)NIT(A) es vacia, lo cual es una contradiccién con lo antes supuesto.
O

La proposicién 2.13 da pie a que el conjunto I (A) sea comiinmente cono-
cido como la frontera no cronolégica al futuro de A; ademds, el enunciado de
esta proposiciéon puede ser llevado un poco mas lejos, pero para eso hace falta
introducir el concepto de borde en un conjunto no cronoldgico.

Definicién 2.14. El borde de un conjunto no cronolégico B esté formado por
los puntos p en B tales que todo abierto U alrededor de éstos contiene una curva
tipo tiempo de I~ (p,U) a I (p,U) que no pasa por B.

A lo largo del texto denotaré el borde de cualquier conjunto no cronoldgico
B como bd(B).

Los bordes de cualquier conjunto no cronoldégico dependeran muchas veces
de la dimensién del espacio ambiente o de la naturaleza del conjunto de que
se trate. Son precisamente los puntos en el borde los que me permitirdn dar
condiciones para que un conjunto cronolégico sea un objeto razonable.

Situdndome en RY, los hiperplanos ¢t = cte. son conjuntos no cronolégicos
con borde vacfo, al igual que un cono de luz AT (p), para cualquier punto p
de RY. Si se toma ahora n = 2 y se piensa en un segmento de recta [, en el
eje horizontal, por decir algo, el bd(l) constard de dos puntos que coincidirdn

con los extremos del segmento [; sin embargo, si se toma n > 2 se tendra que
bd(l) = 1.

Proposiciéon 2.15. Un conjunto no cronolégico B es una hipersuperficie to-
polégica de M si no contiene puntos de su propio borde, es decir, cuando la
interseccién de B con bd(B) sea vacia.

Regresando a la discusién sobre las propiedades de la fronteras no cronolégi-
cas, se tiene la siguiente consecuencia de la proposicion 2.15.

Corolario 2.16. La frontera no cronolégica de cualquier subconjunto A de M
es una hipersuperficie topolégica, siempre que sea diferente del vacio.

Demostracion. Basta que A sea diferente del vacio para que su frontera no
cronoldgica también sea diferente del vacio. Siendo asi, y considerando un punto
q € OI't(A), el lema 2.12 implica que I*(q) C I*T(A) as{ como la contencién

I7(q) € M — I'+(A); es claro que la interseccién de IT(A) con M — I+ (A) es
vacia y, por tanto, no pueden existir curvas en M que conecten los elementos
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de un conjunto con los elementos del otro. Por lo tanto, no existirin curvas
temporales que conecten puntos en I~ (g) con puntos en I7(q) y esto para todo
q € OI'"(A), asegurando que bd(9IT(A)) es vacio.

O

Esta ultima proposicion serd de gran ayuda para determinar la topologia de
M en términos de sus subvariedades, bajo ciertas condiciones de causalidad.

2.3. Condiciones de Causalidad

Las condiciones de causalidad fueron propuestas para pensar en universos
genéricos, es decir, universos que no se salen de lo observado y pueden ser
generalizados a través de una condiciéon u obstrucciéon geométrica.

Definicién 2.17. Se dice que una variedad M cumple con la condicién cro-
noldgica si no contiene curvas cerradas tipo tiempo.

Una variedad que cumpla con la condicién cronoldgica representa un espacio-
tiempo en el cual no se observan viajes en el tiempo, en el sentido de que un
observador no puede avanzar en el tiempo y regresar al punto de partida a
presentarse consigo mismo antes de partir. Se puede probar que toda variedad
lorentziana compacta no cumple con esta condicién, como el toro lorentziano
Si x S, El cilindro S§ x R es otro ejemplo de una variedad que no cumple con
la condicién cronoldgica a pesar de no ser compacta.

Definicién 2.18. Una variedad M cumple la condicién causal si no contiene
curvas cerradas causales.

La condicién causal implica la condicién cronoldgica pero no son equivalen-
tes; considérese la variedad generada por la accién (t,z) — (t+ 1,2 + 1) en
R2.

Ambas condiciones se pueden definir para un punto de M; por ejemplo, en
el caso de la condicién cronolégica, se dice que ésta se cumple en un punto p de
M si no existen curvas cerradas tipo tiempo que pasen por p.

Definicién 2.19. Se dice que M cumple con la condicién fuerte de causali-
dad alrededor de p si para todo abierto U alrededor de p en M, existe otro
abierto V' C U alrededor de p tal que toda curva causal con extremos en V'
estd completamente contenida en U.

Esto quiere decir que toda curva causal con extremos cerca de p en M, donde
se cumple la condicién fuerte de causalidad, se mantendra cerca de p, o dicho
de otra forma, no viajard lejos antes de regresar cerca de p. El siguiente lema
es una forma interesante de entender esta condicién de causalidad.

Lema 2.20. Sea K un subconjunto compacto de M donde se cumple la condi-
cién fuerte de causalidad. Si a es una curva causal inezrtensible y orientada al
futuro que empieza en K, « saldrd eventualmente de K sin regresar.

Con inextensible se quiere decir que la curva « : [0, B) — M no se puede
extender continuamente a la cerradura del intervalo, donde se considera que
B < 0. Geométricamente, una curva inextensible es aquélla que a lo mas tiene
un extremo.

17



Uno de los logros de la teoria causal es la construccién de una funcién dis-
tancia, la cual en este caso se interpreta como una separacion temporal.

Definicién 2.21. Dados dos puntos p y ¢ en M, se define su separacién tem-
poral 7(p, ¢q), como el supremo del conjunto de longitudes:

{L(a)]cr es una curva causal orientada al futuro de p a ¢ }

No hablaré mucho de la separacién temporal en este trabajo pero si mencio-
naré, aunque sea de paso, algunas de sus propiedades.

Lema 2.22. Dados un par de puntos p y ¢ en M, la separacién temporal tiene
las siguientes propiedades:

1. 7(p,q) > 0siysdlosip<gq
2. Sip < g <rsetiene que 7(p,q) + 7(q,7) < 7(p, )

Cabe mencionar que el conjunto de longitudes que se estd usando para de-
finir la separacién temporal no siempre estara acotado. En tal caso se dice que
7(p,q) = oo, mientras que, si el conjunto de longitudes es vacio se tendrd que
7(p,q) = 0.

Las condiciones para encontrar una curva que alcance la separacién temporal
maxima no son obvias pero existen; son tales condiciones las que me llevaran a
encontrar una nueva propiedad causal que me permitira desarrollar el lenguaje
de condiciones iniciales que estoy buscando para poder siquiera hablar de la
evolucién de algiin espacio-tiempo.

Proposicién 2.23. Sean p < g en M. Si J(p,q) := JT(p)NJ~(q) es compacto
y cumple con la condicion fuerte de causalidad, entonces existird una geodésica
causal de p a ¢ con longitud 7(p, q).

La proposicién 2.23 me provee la condicién para poder definir uno de los
conceptos mas importantes de la teoria causal.

Definicién 2.24. Se dice que una variedad lorentziana M es globalmente hi-
perbdlica si cumple con la condicién fuerte de causalidad y, para todo par de
puntos p < ¢, J(p, q) es compacto.

Puede ser que una variedad lorentziana no sea globalmente hiperbdlica pero
s un subconjunto de ella, siempre y cuando los conjuntos J(p, ¢) se encuentren
contenidos en dicho subconjunto. Esta condicién, donde se cumpla, implica que
entre dos puntos p < ¢ siempre existira la geodésica que los conecta y que logra
la distancia, es decir, alcanza el supremo de las longitudes. Cabe mencionar que
si a una variedad que sea globalmente hiperbdlica se le quita un punto, algunos
de los conjuntos J(p,q) dejardn de ser compactos y, por lo tanto, la variedad
dejaré de poseer dicha propiedad.

Proposiciéon 2.25. En una variedad globalmente hiperbdlica, la relacién < es
cerrada.

Esto implica que el futuro y el pasado causal de todo punto en una variedad
globalmente hiperbdlica es cerrado, sin embargo, aunque esto es cierto en toda
region globalmente hiperbdlica, si en vez de un punto se piensa en un subcon-
junto arbitrario, la proposicién no serd cierta. Por ejemplo, si A es un disco
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abierto contenido en el plano t = 0 de R}, el futuro causal de A no serd cerrado,
a pesar de que el espacio de Minkowski sea globalmente hiperbdlico.

Sin embargo, si se toma un subconjunto compacto la situaciéon cambia. Con-
sidérese un punto ¢ en la cerradura del futuro cronolégico del compacto A en
M:; entonces, existe una sucesién {q,} en I'T(A) que converge a g de tal forma
que, para cada n, existe un punto p, en A tal que ¢, € J*(p,). Como A es
compacto existe una subsucesién {p,,} que converge a un punto p de A y, en
consecuencia, una subsucesion {g,, } tal que g, € JT(pp,). Si M es globalmente
hiperbélica la proposicién 2.25 implica que ¢ € J*(p) y por lo tanto en J*(A),
mostrando que JT(A) C I+(A) y, junto con la proposicién 2.9, que JT(A) es
cerrado e igual a IT(A).

2.4. Hipersuperficies de Cauchy

Se puede decir que una hipersuperficie de Cauchy en una variedad lorentziana
modela un conjunto de condiciones iniciales, pero esto no es del todo exacto, ya
que la existencia de uno de estos objetos determina por completo la topologia de
la variedad ambiente de tal forma que las ecuaciones de Einstein pasan a segundo
plano. Esto no implica que dichas ecuaciones pierdan importancia, pero si nos
dice que la condicién topoldgica es tan fuerte que no existe necesidad alguna
de conocer, por el momento, soluciones explicitas de las ecuaciones de Einstein
para formular predicciones.

Definicién 2.26. Un subconjunto S de una variedad M cuya interseccién con
toda curva inextensible tipo tiempo del ambiente consta de un solo punto, se
conoce como una hipersuperficie de Cauchy.

Aunque la definicién no supone mucha estructura, el nombre delata qué clase
de objeto se tiene en manos.

Lema 2.27. Una hipersuperficie de Cauchy S es una hipersuperficie topoldgica
cerrada de M. Ademds, S es un conjunto no cronolégico cuya interseccién con
toda curva causal de M es diferente del vacio.

Demostracion. Basta probar que S es la frontera no cronoldgica de algin sub-
conjunto de M para aplicar el corolario 2.16 y concluir que S es en verdad
una hipersuperficie topoldgica, no cronolégica, del ambiente. Claramente S no
estd contenida en I (S), sin embargo si lo estard en su cerradura; por otro lado,
para todo p en I (S) se cumple que I~ (p) C M —I+(S), de tal forma que, si p
no es parte de S, se puede encontrar una curva temporal inextensible que no pase
por S, contradiciendo la hipétesis de que S sea una hipersuperficie de Cauchy.
Por lo tanto S = 9I1(S) y, similarmente, se puede probar que S = 91~ (9),
haciendo ver que una hipersuperficie de Cauchy parte a la variedad ambiente
en dos componentes conexas.

Que S se encuentre con toda curva causal del ambiente se puede consultar
en [7].

O

No todos los conjuntos no cronolégicos de una variedad dada se pueden ver
como una hipersuperficie de Cauchy. En R} los hiperplanos de la forma ¢ = cte.
son hipersuperficies de Cauchy ya que su intersecciéon con el futuro o pasado
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cronolégico de cualquier punto fuera del hiperplano sera diferente del vacio, sin
embargo, espacios como H" ™! y el cono de luz A*(0), a pesar de ser conjuntos
no cronoldgicos, no son hipersuperficies de Cauchy de RY; basta con pensar en
una curva temporal orientada al futuro contenida en el espacio de De Sitter
st

Si existieran dos hipersuperficies de Cauchy en una variedad, ;cémo se podria
ir de una a otra? Tomando en cuenta el flujo de un campo tipo tiempo que no
se anula sobre M, la condicion sobre el niimero de elementos en la interseccion
me proporciona una forma continua e inyectiva de ir de una hipersuperficie a
otra.

Proposiciéon 2.28. Sea S una hipersuperficie de Cauchy de M. Existe una
aplicacién continua p : M — S que es abierta.

Esta proposicion me dota de la herramienta necesaria para probar la relacién
que existe entre las hipersuperficies de Cauchy de una misma variedad y cémo
éstas determinan la topologia de la variedad ambiente.

Corolario 2.29. Cualesquiera dos hipersuperficies de Cauchy de M son homeo-
morfas y, si S es una hipersuperficie de Cauchy de M, existe un homeomorfismo
entre M y el producto S x R.

Para un conjunto no cronolégico A en M se define el envolvente de Cauchy
D(A) como los puntos p en M, tales que cualquier curva causal inextensible que
pase por p también pasard por A. El interior de un envolvente de Cauchy, como
subconjunto de M, es una regién globalmente hiperbdlica, como se demuestra
en [7], y provee de una demostracién parcial de un resultado que ocupa un lugar
importante en la teoria causal.

Teorema 2.30. Una variedad lorentziana es globalmente hiperbdlica si y sélo
si posee una hipersuperficie de Cauchy.

El resto de la demostracién depende de la construccién de funciones conti-
nuas estrictamente crecientes sobre curvas causales orientadas al futuro, que se
conocen como funciones temporales. En [3] se puede consultar la demostracién
de esta parte del teorema 2.30.

Si en la definicién de un envolvente de Cauchy se toman sélo los puntos por
los cuales pasan curvas causales inextensibles al pasado, se obtiene la envolvente
de Cauchy al futuro DT (A). A partir de este conjunto se define el horizonte de
Cauchy al futuro de un conjunto A no cronoldgico como H*(A) := D+(A) —
I=(D*(A)); de igual forma se define el horizonte de Cauchy al pasado, y el
horizonte de Cauchy H(A) se define como la unién de lo horizontes futuro y
pasado.

Proposicion 2.31. Una hipersuperficie topolégica S de M, que ademas resulta
ser no cronolégica y compacta, es también una hipersuperficie de Cauchy de M.

El horizonte de Cauchy H(S) funciona como una frontera de D(S), de tal
forma que, si H(S) es vacio, cualquier curva causal inextensible alcanzard a S
en algin punto. La proposicién 2.31, cuya demostracién se puede consultar en
[2], resultard de mucha utilidad en el capitulo siguiente.
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Capitulo 3

El Teorema de Penrose

El objetivo de esta tdltima parte de la tesina es dar una demostracién ge-
nuinamente geométrica del famoso teorema de Penrose utilizando el teorema de
Raychaudhuri y la teoria causal, la cual me permitira entender las hipdtesis. Sin
embargo una de las hipotesis que resulta central en la exposicién del teorema,
ya que generaliza condiciones que aparecen muy simétricas en espacios como el
de Schwarzschild, habra de ser clarificada antes de abordar de lleno el objetivo
de este capitulo.

3.1. Superficies Atrapadas

Uno de los mayores logros de Penrose en su camino al teorema que se expone
en esta seccién fue el condensar la nocién de un campo gravitacional intenso
desde el punto de vista de un observador en la direccién de un rayo de luz a
travez del concepto de superficie atrapada. Las condiciones que determinan una
superficie de este tipo son completamente geométricas y, bajo ciertas hipétesis,
se pueden expresar en términos meramente causales.

Lema 3.1. Sea ¥ una subvariedad tipo espacio de M de codimensién mayor
o igual a 2. Si H es el campo de curvatura media de 3, las siguientes tres
afirmaciones son equivalentes:

1. (H,u) > 0 para todo vector nulo u orientado al futuro y ortogonal a ¥
2. (H,v) > 0 para todo vector causal v orientado al futuro y ortogonal a X
3. H es tipo tiempo y orientado al pasado

Demostracion. Claramente 2 implica 1. Si se toma 1 por cierto el vector H ser4,
a lo menos, causal, ya que si fuera tipo espacio existirian vectores tipo tiempo
en T;-E ortogonales a H y, dado que el signo del producto H estara apuntando
al pasado, se obtiene que 1 es equivalente a 2. Por otro lado, 3 implica 1 y 2
ya que los vectores se encuentran en diferentes conos causales para cada p € X.
Por lo tanto bastard con probar que 2 es equivalente a 3.

Si 2 es cierto, el vector H debe ser tipo tiempo ya que si fuera tipo espacio
o nulo existirfan vectores nulos en TPLE ortogonales a H, ademas, H debe estar
apuntando al pasado por el signo del producto. Por lo tanto, 2 es equivalente a
3. O
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El lema 3.1 me permitira dar una buena definicién del objeto que deseo usar,
asi como demostrar algunas de sus consecuencias.

Definicién 3.2. Se dice que una subvariedad ¥ tipo espacio de codimensién dos
en M es una superficie atrapada si su campo de curvatura media H es temporal
y se encuentra apuntando al pasado en todo punto de 3.

Dado que la codimensién de ¥ es 2, en todo punto de la superficie atrapada,
existen solo dos direcciones nulas independientes en el espacio normal T;-E,
tales que todo vector normal a ¥ se puede expresar, localmente, como una
combinacién de dos vectores nulos. Siendo asi, y considerando un par de vectores
nulos [t y [~ apuntando al futuro tales que (I*,I”) = —1, se obtiene que
(H,ITYy >0y (H,I7)>0

Si V es la conexién del ambiente, extendiendo I y [~ sobre ¥ alrededor de
un punto se tiene:

1 1< 1<
(H,1%) = E('CYHJJF *EZ ({I(E;, E), >:E§<Sl+(Ei)in>
1< 1
= —Z —Vg, It E) = —=divsl™ ;
— n
y de manera similar se obtendrd que (H,I”) = —L1divsl™, donde {E;}!7? es

un marco ortonormal adaptado a > alrededor de un punto. Esto deja ver que el
producto de H con los vectores nulos [T y [~ es un multiplo de la divergencia de
estos campos locales respecto de Y, como se vio en la definicién de la curvatura
media nula en el capitulo primero de esta tesina.

Por otro lado, la segunda forma fundamental 11 de ¥ se puede descomponer
localmente como la combinacién lineal:

II(X,Y) = x- (X, Y)I* + x4+ (X, )T (3.1)
donde los coeficientes i+ son:
x+(X,Y) = —(II(X,Y),1F).

Por lo tanto, los coeficientes definidos en la expresién (3.1) se pueden expresar
como sigue:

X+(X,Y) =(VxIT.Y) s x-(X,Y) = (VxI™,Y) .

A estos coeficientes se les conoce como las sequndas formas fundamentales nu-
las de X. A partir de estas segundas formas fundamentales se introducen los
coeficientes nulos de expansion 04 y 0_, como la traza de las segundas formas
fundamentales anteriormente introducidas.

0, :=tryy =divel™ ; O_ :=try_ = divsl™ . (3.2)

Como el campo de curvatura media de X es tipo tiempo y apunta al pasado,
el producto con los vectores [T y I~ es positivo y, dada la definicién de los
coeficientes nulos en (3.2), se obtiene:

b 0.
n

(H, ") = P (H ) = —— (3-3)

Por lo tanto, que X sea una superficie atrapada implica que 0, < 0y 0_ < 0.
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3.2. Un Teorema de Singularidad

A continuacién se enuncia el resultado central de este trabajo, que Roger
Penrose publico en el ano de 1965 y que resulté impresionante al ser capaz de
predecir algo concreto sobre la naturaleza del universo sin necesidad de resolver
explicitamente las ecuaciones de Einstein.

Teorema de Penrose. Sea M una variedad lorentziana que satisface la con-
dicién nula de energia y que contiene una hipersuperficie de Cauchy S no com-
pacta. Si M contiene una superficie atrapada 3 compacta, entonces existirdn
geodésicas nulas de M que no seran completas al futuro.

La causalidad de ¥ asegura que es también un conjunto no cronolégico de
M 'y, por el corolario 2.16, la frontera no cronolégica dIT(X) serd una hiper-
superficie topoldgica de M. Dado que X es compacta, cabe preguntarse si su
frontera no cronolégica también lo serd; suponiendo que asi sea la proposicion
2.31 implica que dicha frontera es, ademés, una hipersuperficie de Cauchy. Esto
dltimo provoca una contradiccién, ya que todas las hipersuperficies de Cauchy
de M son homeomorfas entre si y por hipotesis la variedad contiene una que no
es compacta.

La proposicién 2.25 junto con la compacidad de Y implican que JT(X) =
I*(X), asf que en este caso I (X) = JT(X) — I'T(X) y cualquier punto de la
frontera no cronoldgica que no esté en X estd conectado con ésta tultima por
medio de una geodésica nula, ya que OIT(3) es un conjunto no cronoldgico y
como consecuencia del teorema A.3. Aun mas, las geodésicas nulas que conectan
a los puntos en ¥ con los puntos en la frontera son ortogonales a ésta y no
poseen puntos focales antes del punto en la frontera, asegurando que alrededor
de cualquier punto en ¥ existe una congruencia geodésica nula normal a la
superficie atrapada sobre IT(X) tal que sus curvas no se juntan siquiera a
primer orden.

Como la frontera es cerrada y no compacta existird una sucesién {¢;} en
AIT(X) que no posea ninguna subsucesién convergente, de tal forma que para
cada ¢; existe una geodésica nula 7; que conecta a dicho punto con X ortogo-
nalmente. Una sucesién en la frontera podria tener puntos en ¥ e incluso una
cantidad numerable pero, por la compacidad de X, la sucesién {¢;} a lo mds
compartird un nimero finito de elementos con X, los cuales se pueden remo-
ver de la sucesién sin mayor problema. Sin embargo, la sucesién {¢;} sf induce
una sucesién {p;} en X: las intersecciones de las geodésicas con la superficie
atrapada, que contendrd una subsucesién convergente {pg }.

Si se nombra p al punto de convergencia de {px}, todo lo anterior nos da
una sucesién de geodésicas {n;} en I (X) que, de converger, tendrd que ser
a una curva que empiece en p, pero esto ultimo hace falta demostrarlo a pesar
del obstaculo que presenta una métrica de Lorentz, ya que ésta no induce una
métrica analitica sobre la variedad. Dicha dificultad se podra sortear, aunque se
obtendra un criterio débil de convergencia.

Definicién 3.3. Sea {a,} una sucesién de curvas causales orientadas al futu-
ro y R una cubierta de abiertos convexos de M. Una sucesién limite de {a,,}
respecto de R es un subconjunto de M, a lo mas numerable, cuyos elemen-
tos se encuentran relacionados causalmente como p; < p;;+1, y cumplen con lo
siguiente:
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Para cada p; existe una subsucesién {«a,,} y, para cada m, un conjunto
creciente y finito de niimeros s,,, tal que:
1. lim a,(sm,) = pj para cada j <1
m—0o0
2. Para cada j < i, los puntos p; y pj1, y las curvas am|[sm,, Sm,,,] que los

unen se encuentran contenidos en un solo C; de la cubierta R, para toda
m

3. Si el conjunto {p;} es numerable, como sucesién no es convergente. En
caso de ser finito consta de mas de un punto y no existird un conjunto con
mas puntos tal que cumpla con las propiedades 1 y 2

La propiedad ntimero 2 de la definicién 3.3 me permite conectar dos puntos
consecutivos de la sucesién limite con geodésicas, generando asi una curva causal
con segmentos geodésicos. Sin embargo, esta curva no es un limite en el sentido
analitico de convergencia. Es por esta razén que se designa a la curva que une
con geodésicas los puntos de la sucesién limite por cuasi-limite de la sucesion
de curvas {a,}.

Resulta que se puede asegurar la existencia de una sucesiéon limite, y por
lo tanto de un cuasi-limite, con un par de condiciones bastante sencillas. La
demostracién de la proposicién 3.4 se puede consultar en [7, p. 405].

Proposicién 3.4. Sea {«,} una sucesién de curvas causales orientadas al futuro
en M tales que {a,(0)} converge a p y existe un abierto alrededor de p que
contiene sé6lo un ntmero finito de curvas a,,; es decir, una infinidad de curvas
en la sucesién salen de dicho abierto. Entonces, respecto de cualquier cubierta
R de convexos abiertos de M, {«,} tiene una sucesién limite que empieza en p.

Aplicando la proposicién 3.4 a la sucesiéon de geodésicas nulas {n}, que
claramente cumple con las condiciones si se da un pardmetro afin a todas ellas
tal que 7 (0) estd en X, se obtiene una sucesién limite para {n;} que empieza
en el punto p de ¥ al cual converge la sucesién {py} y estard contenida, por la
propiedad 1 de la definicién 3.3, en la frontera I (X), ya que las geodésicas ny,
se encuentran contenidas en dicha frontera.

Para el primer punto p; de la sucesion limite se obtendrd, en principio, una
geodésica causal orientada al futuro de p a p;. Como I (X) es un conjunto
no cronolégico la geodésica que una a p con p; debe ser nula. De igual forma,
la geodésica causal de p; a py serd causal en primera instancia, haciendo que
la curva de p a ps sea causal. Si ésta tltima curva falla en ser a lo menos una
pregeodésica nula, por la proposiciéon A.4 existird una curva temporal de p a po,
contradiciendo el hecho de que OIT(X) es un conjunto no cronoldgico. Por lo
tanto, y siguiendo el argumento inductivamente, se tiene que p estd conectado
por una geodésica nula con todo p; de la sucesién limite.

Finalmente, la sucesién {qx} en I (X) diverge y la sucesién limite cons-
tard de una cantidad numerable de elementos que, por la propiedad 3 de la
definicién 3.3, también tendrd que divergir. Asi que, en el sentido de cuasi-
limite que se ha construido, la sucesién {n;} converge, o al menos me permite
construir una geodésica nula e inextensible 7 ortogonal a X.

Si bien estoy restringiendo toda mi atencién a la frontera no cronolégica
AIT(X), la curva n es una geodésica de M y, como se podra anticipar, el objetivo
es construir una hipersuperficie nula alrededor de ella que ademés esté contenida
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en OI™(X) para asf poder aplicar el teorema de Raychaudhuri que se demostré al
inicio de esta tesina. Siendo asi, de aqui en adelante supondré que 7 es una
geodésica nula completa hacia el futuro.

Al ser OI"(X) un conjunto no cronoldgico no puede existir otra geodésica
nula que empiece en ¥ y que toque a 7; de darse tal interseccién, digamos en
un punto 7, existirfa un punto sobre n delante de r que estaria conectado por
una curva temporal con X por la proposicién A.4. Esto hace imposible, ademsés,
que existan dos direcciones nulas independientes en un punto sobre 7 y por otro
lado que, de construir una hipersuperficie nula que contenga a 7, la congruencia
dada por el campo caracteristico esté bien definida. La condicién de la frontera
de ser un conjunto no cronolégico me asegura también que no existiran puntos
focales de 3 sobre n como resultado del teorema A.3; de existir puntos focales
de X sobre n la aplicacién exponencial exp: N¥ — M seria singular en el punto
asociado al punto focal.

Viendo que no se cumple ninguno de los malos augurios propuestos en el
péarrafo anterior se puede considerar, ahora si, una hipersuperficie nula N con-
tenida en la frontera AI1(X) alrededor de 7. Como se estd suponiendo que 7 sea
completa, los generadores nulos de N también lo serdn, aunque la hipersuperficie
resulte ser muy pequena. Entonces, tomando en cuenta el teorema Raychaud-
huri, dado que los generadores nulos de IV son completos hacia el futuro se tiene
que la curvatura media nula § de N debera ser no negativa.

Si recordamos la definicién de la curvatura media nula (1.1) y tomando en
cuenta que el campo caracteristico de N se puede escalar de tal forma que en X
es [T o 17, la hipétesis de que ¥ sea una superficie atrapada implica que 6 > 0,
para todo p en la interseccién de 3 con N, en contradiccién con lo antes dicho.

La contradiccidon que se mostré por suponer que la geodésica n es completa
demuestra el Teorema de Penrose, y hace ver lo decisivo que fue en este trayecto
el concepto de superficie atrapada. Este teorema se ha usado para justificar,
tedricamente hablando, la existencia de agujeros negros en el universo ya que
no todos los rayos de luz viajaran indefinidamente por el universo, al menos no
los rayos que viajen cerca de una superficie atrapada.
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Apéndice A
Calculo de Variaciones

Este apéndice sirve para justificar muchos de las afirmaciones que aparecen
en los capitulos 2 y 3 de esta tesina. Ademas se definira, para aliviar un hueco
en la demostracion del teorema de Penrose, lo que es un punto focal de una
subvariedad. Los resultados y conceptos que se expondran aqui se pueden con-
sultar en [7, cap. 10] para una mayor comprensién, asi como para verificar las
demostraciones pertinentes.

El concepto de punto focal es una generalizacién del concepto de punto
conjugado que aparece en el contexto de campos de Jacobi, al realizar variacio-
nes geodésicas. La generalizacién consiste en debilitar la condicién de que las
geodésicas de la variaciéon partan de un mismo punto y cambiar dicha condiciéon
por una que sea C'*.

Definicién A.1. Sea - una geodésica de M tal que para algin pardametro afin
~v(0) estd en P, subvariedad de M, y 7/(0) es ortogonal a P. Se dice que ~(r),
con 1 # 0, es un punto focal de P a lo largo de « si existe un campo de Jacobi
J de P sobre v diferente de cero tal que J(r) = 0.

Como ahora las geodésicas varian sobre una subvariedad P de M, es normal
pedir que un campo de Jacobi J de P sobre una geodésica v sea uno tal que
J(0) sea tangente a P y la parte tangente de J'(0) sea igual a S,/ (0)(J(0)). La
siguiente proposicién tiene el sentido de aclarar la definicién de punto focal.

Proposicién A.2. Sea v : [0,b] = M una geodésica normal a P. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. v(b) es un punto focal de P a lo largo de ~

2. Existe una variacién por geodésicas normales a P no trivial x de  tal que
Xy (,0) =0

3. La transformacién exponencial exp: NP — M, que se encuentra restrin-
gida al haz normal, es singular en &' (0)

Una buena parte de la teoria causal pasa por saber cudndo dos puntos de un
mismo conjunto se pueden unir por una curva temporal, pregunta que el calculo
de variaciones puede resolver satisfactoriamente. El teorema A.3 engloba una
serie de enunciados independientes que permiten saber bajo qué condiciones dos
puntos relacionados causalmente pueden estarlo temporalmente.
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Teorema A.3. Sea P una subvariedad tipo espacio de M. Si a es una curva
causal de P a un punto ¢, existe una curva tipo tiempo de P a ¢ tan cercana a
« como se desee, a no ser que « sea una geodésica nula normal a P, sin puntos
focales de P anteriores a q.

A pesar de que el teorema A.3 engloba toda la informacién que podriamos
desear sobre la relacién causal entre dos puntos, la proposicién A.4 resulta ser
mas util en ciertas ocasiones.

Proposiciéon A.4. Si una curva causal o de p a ¢ en una variedad lorentziana
M no es una pregeodésica nula, entonces existe una curva tipo tiempo de p a ¢
en M tan cerca de o como se desee.

Como se puede ver, el enunciado de la proposicion A.4 es mas sencillo ca-
racteristica que precisamente puede hacerla més 1til.
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